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0z

3-boyutlu hiperbolik uzayda, hacim hesabinda sik¢a kullanilan Lobachevsky fonksiyonu

J : R-R
9
J@) = —/log [2sin | dz

0

seklinde tammlanir. Hiperbolik uzayda diizgiin, ideal dértyiizliiniin hacminin 3JI(%) oldugu ve tiim hiperbo-
lik dortyiizliller arasinda maksimum hacimli dértyizliniin diizgiin, ideal dértytzlii oldugu Lobachevsky’den
beri bilinmektedir. (Milnor, 1982; Ratcliffe, 1994). Ideal diizgiin altiyiizlii, sekizylizli ve yirmiyiizliiniin
hacimleri (Deniz, 2001)’de hesaplanmigtir. Bu ¢alismada baz: hiperbolik ¢okyiizliilerin (altiyiizlii, sekizytizlii,
yirmiyiizlil) hacimlerinin maksimum olabilmesi igin diizgin ve ideal olmalar: gerektigi gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik hacim, Hiperbolik ¢okylizlii

ON THE VOLUMES OF SOME REGULAR POLYTOPES IN HYPERBOLIC SPACE
ABSTRACT

The Lobachevsky function, frequently used in calculation of volume in 3-dimensional hyperbolic space, is
defined by

Jd : R->R
0
J@) = —/log|2sinm|dm.
0

It is known since Lobachevsky that the tetrahedron which has maximal volume among all tetrahedra is
regular and ideal tetrahedron and its volume is 3JI(%). (Milnor, 1982; Ratcliffe, 1994). The volumes of
regular, ideal hexahedron, octahedron, dodecahedron and icosahedron are calculated in (Deniz, 2001). In
this work, we have shown that some polytopes (hexahedron, octahedron, icosahedron) must be regular and
ideal for maximality of their volumes.
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1. iDEAL. DORTYUZLUNUN HACMININ
MAKSIMALLIGI

Ideal hiperbolik dortyiizliide kargiikli dihedral
agilar egittir. (Ratcliffe, 1994; Deniz, 2001). Bu
durumda bir ideal tetrahedron, izometrilere bagh
olarak, iic dihedral acisi ile belirlidir. Dihedral
aglan «,f,7 olan ideal hiperbolik dortylizliyid
Tw,8,v ile gosterelim.

Teorem 1. T, g, dortyizlisinin hacmi

V(Tapy) = JI (a) + J(B) + JI ()

dar.

Kanit. Kamt st yar: uzay modeli
U = {(z,y,2) e R |z>0}
dsi = lz(da: + dy? + d2?)
de yapacagiz.  Genelligi bozmadan T, s, 'nin
bir kogesini oo’da diger koselerini birim kiire
ylizeyi tizerinde oldugunu kabul edebiliriz. Clinki
aym ozelliklere sahip bagka bir dértyiizli U®
'lin izometrileri ile sOyledigimiz duruma getiri-
lebilir. T, g dortylizliisiinlin zy-diizlemine or-
togonal olarak izdiigiimiini alarak elde edecegimiz
Oklidyen liggenin acilar1 a, 8,7 'dir ve agk olarak
a+ B+ == dir.

Orijinin bu ti¢genin i¢inde olmas1 durumunda, bu
iicgeni Qekil 1 ’de goriildigih gibi alt1 dik iiggene
ayirahm. ( Bu iiggen diger durumlarda da ben-
zer yontem kullanilarak dik iliggenlere ayrilabilir.
(Deniz, 2001).) Tarah liggeni A ile, dortyiizliniin
A {izerindeki parcasini da T'a ile gosterelim.

Sekil 1. Ty, 5,4 'nin tabaninin dik ticgenlere
ayrilmasi

Ta,,y 'min hacmini hesaplamak igin 6nce Ta’y1
hesaplayalim. TA’nmin noktalari,

0 < z<cosa
0 < y<Lztana
V1i-22-9y2 < z
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kogullarint saglayan noktalardur. U%’de hacim ele-

man1 %dzdydz oldugundan,

i} °f°
= ff 2(0—aZ—y?) -y dxdy

V(Ta) Ldzdydz

olur. Buradan da

cos a x tan o

1

Th) = —_——dyd
ViTa) 21—~ y2) Y
0 0
elde ederiz. Burada v = v/1 — z2 dersek
cos o tan o 1
= ——dyd
V(Ta) IO ydz
0 0
COos «
1 u+ rtan o
= — —_——|dx
4u u— rtana
0
COosS @
_ / 1 o ucosa + xtan o
- 4y ucosa — rtana
0

elde ederiz. z = cos@ diyelim. Bu durumda u =

sin@ ve 92 = —d@ olur. Boylece
V(Ts) = -} [log|imtialag

7
-1 [ log |2sin(6 + )| df

— [log|2sin(f — a)| df
%

NH%Q

elde ederiz. Burada ilk integralde = §+a ikinci
integralde x = 6 — «a degigken degisimi yaparsak

2c

/ log |2 sinz| dz
3 +a

V(Ta) =

- / log |2sin z| dx

LI
T

JI(2 +a)

|
BN
r

—JI(0) + JI(E - a)]

olur. Burada —JI(% + @) = J(& ~ a) ve J(2a) =
2JI(a) + 2JI (o + %) oldugunu kullanarak V(Ta) =
1JI(a) olarak buluruz. Bdylece Ty ., 'nin hacmi
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her bir dik tiggenin {izerinde kalan parcalarin hacim-
lerinin toplami oldugundan

V(Ta,p,y) = (a) + T (B) + 1 (7)
olur.
Teorem 2. H® ’te maksimum hacimli dortyizli
diizgiin ideal dortyizlidir.

Kamt. H® ’te herhangi bir dértyiizli bir ideal
dortyiizlii tarafindan icerileceginden sadece ideal
dortyiizlii durumunu gézéninde bulunduralim. Bu
durumda maksimum olmasim istedigimiz fonksiyon
a,B,v>0ve a+ B+~ = olmak iizere

fla,B8,7) = Jl (o) + I (B) + JI (7)
olacaktir. Diger taraftan a, 8, sayillarin1 R?® ’te
D={(®8"7)€eR |a,f,7y20, a+f+y=m}

kompakt kiimesinin eleman: gibi diigiinebiliriz. Bu
durumda f : D — R olur. f siirekli fonksiyonu
D kompakt kiimesi {lizerinde maksimum degerine
sahiptir. a, 3,7 'dan en az birinin sifir olmas duru-
munda hacim fonksiyonu sifir degerini alir. Ornegin
a=0ise f+v == olur ve

fla,B,v) = J(0)+J(B)+J(v)
= JB)+ I (r-5)
= J(B)-JA(B)=0
elde edilir. Boylece fonksiyon maksimum degerini
D'nin ig noktalarinda yani «, 3,7 > 0 oldugunda
alacaktir. g fonksiyonunu
g(a7:877) :a+,3+’)’——ﬂ'

geklinde tanimlayalim. Burada Lagrange carpanlari
kurali ile grad(f) = Agrad(g) olacak sekilde A ska-
leri vardir. Boylece

—log(2sina) = A

—log(2sinB) =

—log(2siny) = A

elde edilir. Bu sin a = sin f = sin -y olmasi demektir.
Boylece a, 8,7 ’icin iki durum vardir.

B=x
f=m—ry

a =
a =

Fakat a + 8 + v = 7 olmas: gerektiginden ikinci du-
rum olamaz. Boéylece f fonksiyonunun maksimum
olmasi i¢in dihedral agilarin liglide esit olmaldir.
Bunun anlami dértyiizlintin diizgiin dortyiizli ol-
masidir. Béylece a = 8 =y = ¥ olur. Bu durumda
f fonksiyonunun maksimum degeri olarak

553 =37(5)

bulunur.

2. BAzZi HIPERBOLIK COKYUZLULERIN
HACIMLERININ MAKSIMALLIGI

Ideal, diizgiin altiyiizlii, sekizytizlii,onikiyiizlii ve
yirmiyizliiniin hacimleri de agagidaki tablodaki gibi
verilir (Deniz, 2001).

IDEAL
COKYUZLU HACMI
Dértyiizli 3JI(%)
Altryiizli 10JI(%)
Sekizyiizlii 8JI(%)
Onikiyiiztii 30 [J(5F) — J(&) + 2J0(%)]
Yirmiyiizlii 25J1(2) + 5JI(22)

Tanum 3. f : R* = R fonksiyonu verilsin. Egjer
Va,b € R" ve t € [0,1] igin

flta+ (1-16)b) 2 tf(a) + (1 —1)f(b)

kogulu  saglaniyorsa
fonksiyon denir.

f  fonksiyonuna konkav

Teorem 4. ©, R" ’in kompakt, konveks bir
altkiimesi olsun. G grubu R™ dzerinde etki eden
ve © ’yi invaryant birakan bir grup olsun. (Yani
Vg € G igin g(D) = D olsun). Varsayahm ki tek
tirli belirli bir x, € D ve Vg € G igin g(z,) = z,
olsun. Bu durumda ¥g € G ig¢in f(g(z)) = f(z)
kosulunu saglayan ve D kiimesi tizerinde konkav
olan f : R* = R fonksiyonu igin

max {(2)} = (

olur.

Kant. Oncelikle siirekli bir fonksiyon kompakt bir
kiime iizerinde maksimum degerini alacagindan f
siirekli fonksiyonu da ® kompakt kiimesi lizerinde
maksimum degerini alir. Varsayalim ki 2, 'dan farkh
bir y € ©® noktasinda f fonksiyonu maksimum
degerini alsin ve bir g, € G igin g,(y) # y olsun.
f fonksiyonunu y ve go(y) noktalarini birlegtiren
dogru parcas: iizerine kisitlayalim. f fonksiyonu
Vg € G icin f(g(z)) = f(z) kosulunu sagladig
icin f(go(y)) = f(y) olur. f, D iizerinde konkav
fonksiyon oldugundan A € [0, 1] igin

Af(y) + (1= N f(g0(v)
AfW) + 1 =X f(v)
= fy)

fFOy+ (1 =Ngoly)) >
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elde edilir. Yani f fonksiyonu y ve g,(y)} nok-
talarim birlegtiren dogru pargast tzerinde y’deki
degerinden biiylik degerler almaktadir. Bu ise
y’nin maksimum nokta olmasi ile ¢eligir.. O halde
f fonksiyonun maksimum degerini aldigi nokta G
grubunun hareketi altinda degigmemelidir. z, nok-
tast © kiimesi iizerinde bu 0Ozelligi saglayan tek
nokta oldugundan

max {f(2)} = f (o)

z€D
olur.

Yardimci Teorem 5. f:[0,7] x [0,7] = R
fla,8) = JI(a) + J(B) + J (7 = (a + B))

seklinde tamsmlonan f fonksiyonu 0 < a +
B < 7 kogulunu saglayan dltkiime tzerinde konkav
fonksiyondur.

Sekil 2. f fonksiyonunun grafigi

Kanit. f  fonksiyonunun  Hessian  matrisini
hesaplayalim. Burada Lobachevsky fonksiyonunu
[0,7] aralhginda inceledigimiz igin ve bu aralikta

sinz > 0 oldugundan - log|2sinz| = — log(2sin z)
olur. Bé6ylece f fonksiyonunun birinci kismi
tiirevleri

aof . .

3. = log(2sin a) + log(2sin(m — (a + B))

% = —log(2sinf) + log(2sin(r — (a + B3))

olarak bulunur. Buradan ikinci kismi tiirevler ise

O*f  cosa cos(m— (a+fB))
o2 ~ sin(r — (o + B))
= —cota+ cot(a+ )

O*f  cosf  cos(m — (a+ f))
B2~ sinB  sin(m — (a+ )
= —cotf + cot(a + B)

O*f  cos(m — (a+ fB))

sin o

= cot(a + B)

0adf ~  sin(m — (a + B))
Pf_ cos(m—(a+8) _
9600~ sm(r—(atg) _ oHeth
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olarak elde edilir. Tkinci kismi tiirevler [0, 7] x [0, 7]
kiimesi tizerinde siirekli fonksiyonlardir. Burada
sin(b - a)

cota —cotb = W

oldugundan Hessian matrisi

— |  Gina S‘l:in a+-3) cot(a +ﬂ)
cot(a + ) - AT

(sin 8). sin{a+0)
olarak bulunur. B&ylece

H| = 1;c;>s2(oz+ﬁ) _q
in“(a + )

elde edilir. «,8,a + 8 € [0,7] oldugundan g—}é =

Gl < Oolur. 84 < 0ve |H| >0
oldugundan Hessian matrisi negatif tanimhdir. f
fonksiyonu ikinci dereceden siirekli kismi tiirevlere
sahip oldugundan ve Hessian matrisi negatif taniml
oldugundan konkav fonksiyondur. («,f8) € [0, 7] X
[0,7] ve 7 — (@ + B) € [0, 7] olmak iizere f fonksi-
yonunun konkav oldugu Sekil 2’deki grafikten de
goriilebilir.

Teorem 6. H? ’te maksimum hacimli sekizyiizli
dizgin ideal sekizydzlidir.

Kamit. Oncelikle her sekizyiizlii bir ideal sekizyiizlii
tarafindan igerilir. Dolayisiyla maksimum hacimli
sekizytizlii bir ideal sekizyiizli olmalidir. Bdylece
teoremin kanitinda sadece ideal sekizyiizliileri ele al-
mamiz yeterlidir.

Bitiin hiperbolik ideal sekizytizliilerin kiimesini
P ile gosterelim. Herhangi bir P ideal sekizyiizliisi
verilsin. P ’nin koselerini A, B',C',D' E', F'
olarak adlandiralim. Daha sonra P ’'yi A’
kogesi, oo’a gidecek gekilde {ist yar1 uzay mod-
eline gonderelim. P ’nin dihedral aglarim
Sekil 3’deki gibi ai1,as,...,a12 olarak ad-
landiralim. Bdylece verilen herhangi bir P sekizyiiz-
listine, [0, 7] x [0,7] % - -+ x [0, 7] konveks kompakt

12 tane

kiimesinin
oy o t+ay = 0w
ag+ast+oag = T
ar+agtag = T
oo~y o = O
ve

a3 + o +'a9 + g =27

kosullarim saglayan ® dogrusal altuzaymdan bir
nokta karsilik getirmis oluruz. Burada @ ’nin ken-
disi de kompakt ve konveks bir kiimedir.
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A= o E'

o]
w)

F ¢

Sekil 3. Sekizylizliiniin parcalara ayrilmasi

PP, € 7P sekizylizliilerine ® kiimesinden aym
nokta kargilik geliyorsa ” P; ve Py bagmntihdir” diye-
lim ve bu bagintiy1 ~ ile gosterelim. Agk olarak
~ bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisina
gore olugan denklik siniflar: kiimesini © = P/ ~ ile
gosterelim. Boylece © ’daki herbir denklik sinifina
D’de bir tek nokta, aym gekilde ©’deki herbir nok-
taya da ©’da bir tek denklik simfi karsihk gelir.

Boylece herhangi P € © siufindaki ideal sekiz-
yuzliulerin hacimleri, dihedral acilar yukaridaki gibi
tanimlanmak iizere

V=JI(C¥1)+JI(C¥2)+"‘+JI(C¥12)

olarak verilir.

Oklidyen diizgiin sekizytizliiniin tam simetri
grubunu § ile gosterelim. Ve §'nin © tizerindeki et-
kisini gézoniine alalim. © 'den bir P sinifi verilsin ve
P ’de bu sinifin bir temsilci elemani olsun. Oklidyen
diizgiin sekizyiizliiniin koseleri ile P 'nin kogelerini
sabit bir gekilde egleyelim. § grubunun bir g ele-
mam P sekizyizliisiiniin kogelerini, dolayisiyla da
dihedral agilarinin yerlerini degistirecektir. Boylece
olugan bu yeni ideal sekizyiizliiye g(P) = P’ diyecek
olursak, P ve P' 'niin hacimleri de aym olacaktir.
Yani

V(P)=V(g(P))

olacaktir. © ile ® arasinda birebir ve Orten bir
egleme oldugundan § ’nin © iizerindeki etkisini D
iizerinde de diigiinebiliriz. Bd&ylece bir g € G, D
kiimesinde P ’ye kargihk gelen noktay1 P’ sekiz-
yizlisiine kargilik gelen noktaya doniigtiriir. Acik
olarak @ kiimesi § grubunun etkisi altinda sabit
kalacaktar.

Simdi ® kiimesinde G’nin etkisi altinda sabit
kalan bir tek z, noktasinin oldugunu gosterelim.
Oklidyen diizgiin sekizyiizliinin AF ekseninde
saatin tersi yoniinde yaptigi 7 radyanlik dénmeye
kargiik P’nin dihedral agilar

Q] Qg Qg > Q7 Q7 = Qg A9 —
Qo = Q5 Qp —> g Og — (11 Q11 — Q9
a3 — g Qg — Qg Qg — Q1 Q19 — Q3

seklinde degisir. O halde © tamim kiimesinde §’nin
hareketi altinda invaryant kalan nokta igin

ap = 04 = Q7 =i
Qy = Q5 =0ag =01

a3 = Qg =09 = (12

olmalidir. a3 + ag + ag + a2 = 27 oldugundan
as = ag = ag = a2 = 3 elde edilir. Diger taraftan
ACE diizleminde yansima ile a3 = a3 elde edilir.
Boylece oy = a7 = a9 = a1 = ann = G2 = a5 =
ag = 7 elde edilir. Boylece D tamm kiimesinde

G grubunun hareketi altinda invaryant kalan tek
nokta 7, = (5,5,5,5,%,5,5,5,5,5,5,§) nok
tasidir. BOylece bu noktaya kargihik gelen sekizyiiz-
liinlin biitliin dihedral agilar1 7 olur, yani diizgiin
sekizytzliidiir.

Sekizytzliintin hacim fonksiyonunu ¢ = 0,1,2,3
icin asiy1 + Qzi42 + azip3 = 7 ve f fonksiyonu
Yardimer Teorem 5°deki gibi tammh olmak {izere

Jd(a1) + d(ag) + - + Jd{aqz)

= fla1, @) + fas,05)
+  flaz,as) + f(aw, 011)

V(Oél,...,alz) =

olarak yazabiliriz. Yardimc1 Teorem 5’den dolay: f
konkav, dolayisiyla da V konkavdir. Boylece Teorem
4’tin kogullar saglanmig olur. Bu durumda z, nok-
tast V hacim fonksiyonunun maksimum noktasidir.
O halde HB te maksimum hacimli sekizyiizlii diizgiin
ideal sekizyizlidiir.

Teorem 7. H® ‘te maksimum hacimli altwyizli
diizgiin ideal altwyizlidir.

Kanit. Her hiperbolik altiylizlii bir ideal altiyilizlii
tarafindan icerileceginden maksimum hacimli
altiyiizllii ideal altiyiizli olacaktir. Bu durumda
kanitta sadece ideal altiyiizlilleri ele almamiz yeter-
lidir.

Biitiin hiperbolik ideal altiyiizliilerin kiimesini P
ile gosterelim. Herhangi bir P ideal altiyiizlisi ver-
ilsin. P ’nin kogelerini 4',B',C',D',E', F',G', H'
olarak adlandiralhm. Daha sonra P ’yi A’
kbgesi, oo’a gidecek gekilde {iist yar1 uzay mode-

line goénderelim. P 'nin dihedral aglarm
Sekil 4’deki gibi a1,as,...,a;8 olarak ad-
landiralim. Boylece verilen herhangi bir P
altiytizliistine, [0, 7] x [0,7] x -+ x [0,7] konveks

. . 18 tane
kompakt kiimesinin

o+ oy oyt taistae = T
ag +og+ag o2 +a15 g = 2w
oy + oy =
as +oag =
an+og = 7
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kogullarim1 saglayan © kompakt, konveks dogrusal
alt uzayindan bir nokta karsilik getirmis oluruz.
Eger P ’den verilen iki altiylizliiye ® kiimesinde
aym nokta karsihk geliyorsa, bu iki altiyiizliiye
bagintilhidir diyelim. P ’yi bu denklik bagintisinin
olugturdugu denklik siniflarina bolelim. Bu denklik
simflarinin kiimesini de © ile gdsterelim.

Sekil 4. Oklidyen altiyiizlii ve hiperbolik
altiyiizliinlin dihedral aglarimin adlandirlmasi

Sekizyiizti durumundaki gibi, Oklidyen diizgiin
altiyiizliinlin tam simetri grubu § ’nin, © iizerine,
dolayisiyla da ® iizerine etkisini ele alalm.
Oklidyen diizgiin altiylizliiniin AH ekseninde saatin
tersi yoniinde Z* radyanhk dénmesiyle P’nin dihed-
ral agilar '

oy — a7 = 013 o

Qg — 1o — 016 — 04

as  — Q1] > Q17 — Qs

ag  — Q4 —> Qg — Qg

a3 — Qg — Qg —> Q19 — Q15 — Q18 —* O3

geklinde degisir. Bu durumda §’nin hareketi altinda,
sabit kalan bir nokta igin

ay = Qr =013
a4 = 030 = Qs
Qs = Q11 = 017
g = 14 = Q2
a3 = Qg = Qg = Q12 = Q15 = Q18

egitlikleri saglanmahdir. Yukandaki egitliklerden

a3=016=a9=0112=0¢15=0418=§
elde edilir. Diger taraftan Oklidyen diizgiin
altiylizliinliin ABEH diizleminde yansimasi ile oy —
a4 ve as — o degigmeleri meydana gelir. Boylece
D kiimesinde G grubu altinda sabit kalan nokta icin

™
a; = a4=a7=a10=a13=6¥16=g

™
Qz = as=as=a11:a14=al7="2—

egitlikleri elde edilir. Boylece bu kogullan saglayan
noktayr z, = (a1,a2,...,a15) ile gosterelim. =,
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noktasina kargihk gelen altiylizliiniin herbir kenari
tizerindeki dihedral ac1 % olacaktir. Bu da hiperbo-
lik altiylizliiniin diizgiin altiyiizli olmasi demektir.
Bu nokta G’nin diger elemanlariyla da sabit kala-
caktar.

Altiyitizliinlin hacim fonksiyonunu f fonksiyonu
Yardimc: Teorem 5’deki gibi tanimlanmak iizere

5

Viaw, g, ..., c18) = Z flasit, aziya)
i=0

olarak yazabiliriz. Yardimci Teorem 5’den dolayr V/
fonksiyonu konkav fonksiyondur. Béylece Teorem
4’iin kogullar saglanmig olur. Bu durumda z, nok-
tast V' hacim fonksiyonunun maksimum noktasidir.
O halde HP’te maksimum hacimli altiyiizlii diizgiin
ideal altiytizliidiir.

Teorem 8. H® ‘te maksimum hacimli yirmiyiizli
diizgiin ideal yirmiyizlddir.

Kanit. Yine her hiperbolik yirmiylizli bir ideal
yirmiylzli tarafindan icerileceginden maksimum
hacimli yirmiyiizli bir ideal yirmiyiizlii olacaktir.
Bu durumda sadece ideal yirmiyizlileri ele alacagiz.

Biitlin hiperbolik ideal yirmiyiizlilerin kiimesini
P ile gosterelim. Herhangi bir P ideal
yirmiyiizlisii  verilsin. P ’nin  koselerini
AB,C'\D',E',F'",G',H',I'J',K' L' olarak ad-
landiralm. Daha sonra P ’yi A’ kogesi, co’a gide-
cek gekilde list yar1 uzay modeline gonderelim. P
'nin dihedral agilarini Sekil 5’deki gibi a;, ag, ..., aus
olarak adlandiralim. B&ylece verilen herhangi bir P
yirmiyiizliisiine,

[0,7] x [0, 7] % -+

45 tane

- % [0, 7]

konveks kompakt kiimesinin

a1+ ag + a7 +a + oz =27
g + ays + a6 + 30 + a3y = 27
az +as + a1g + a9 +azy =27
ag + ag + as1 + age + a3y = 27
g + 0n1 + 24 + Q5 + 00 = 27
g + aig + o7 + agg + aqz = 27

ve ¢ = 0,1...14 olmak iizere
Qgit1 + Q3i42 + U343 = T

kogullarini saglayan © kompakt, konveks dogrusal
altuzayindan bir nokta kargihk getirmig olu-
ruz. Eger P ’den verilen iki yirmiytzliye D
kiimesinden ayn1 nokta karsihk geliyorsa bu iki
yirmiyiizliye bagintihdir diyelim ve bu denklik
bagintisinin olugturdugu denklik simiflari kiimesini
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O ile gosterelim.

Simdi Oklidyen diizgiin  yirmiy{izliiniin tam
simetri grubu G'nin © iizerine, dolayisiyla da
D f{izerine etkisini gbzoniine alalm.  Oklidyen
diizgiin yirmiylizliniin AL ekseninde saatin tersi
yoniindeki 251 radyanhk donmesine kargihk ¢ =

1,2,3,16,17,18, 31, 32, 33 degerleri icin
Q; > O3 = Qg = Qg — Q412 —> Q4

degigmeleri meydana gelir.

Sekil 5. Oklidyen yirmiyiizlii ve hiperbolik
yirmiytizliiniin dihedral agilarinin adlandirilmas:

Boylece ® iizerinde § grubunun hareketi altinda
sabit kalan bir nokta ¢ = 1,2,3,16,17,18, 31, 32,33
degerleri igin

A = Q43 = Q46 = Q49 = Xi412
egitliklerini saglamahdir. Boylece

27

041=O<4=Ot7=0410=0413=~5“
elde edilic. Diger taraftan Oklidyen diizgiin yir-
miyiizliiniin AEGL diizleminde yansimas ile azs =

asg, (11 = Qi2, Q15 = g esitlikleri bulunur.
Bdylece
3n
Qg =3 = 05 — Qg = Qg = —
10
3r
ag = ajy =Oé12:Oé14'—'-Oéls=Ta

elde edilir. Ayrica Oklidyen diizgiin yirmiyiizliiniin

BI eksenindeki saatin ters y6nilinde %” radyanlhik

dénmesiyle B'C’ {izerindeki dihedral aginin A'B’
tizerindeki dihedral aciya egit olmasi gerektigi
goriiliir. Bdylece B'C' iizerindeki dihedral aq %
olur. Bu ise

3

Q31 = (34 = Q37 = 40 = (43 = ?

demektir. Buradan

™
Q7 = Q20 = 023 = Qigg = Qg = 5
T
Q32 = (33 = O35 = (36 = (38 = 5
i
Q39 = OQy1 = Q42 T 04q = Oy = 5
e§itlikleri elde edilir. ayr = 15[ ve (1 = Q18
oldugundan

27
Q16 = Q18 = Q19 = Qg1 = Qg = ?
2
Qg = Qg5 = Q27 == Qg = Q30 = *g‘

olur. Bu durumda G’nin hareketi altinda sabit
kalan z, = (oq,asg,..., as5) noktas: yukarida elde
ettigimiz egitlikleri saglayan noktadir. Ve G'nin
diger elemanlarimin etkileri altinda da sabit kalir.
Béoylece bu noktaya kargihik gelen ideal hiperbolik
yirmiyiizliinlin herbir kenar1 {izerindeki dihedral ag
3—;— olur. Boylece elde edilen yirmiyiizlii diizgiin ideal
yirmiytzliidiir.

Burada ¢ = 0,1...14 olmak lzere aszi+1 + agira +
a3;4+3 = 7 oldugundan ideal yirmiyiizliiniin hacim
fonksiyonunu f fonksiyonu Yardimci Teorem 5’de
tanimlandigr gibi olmak iizere

14
Vi, a9, 0u5) = ¥ f03i41, @3i42)
1=0

olarak yazabiliriz. Bu fonksiyon Yardimec: Teorem
5’den dolayr konkav fonksiyonlarin toplamdir ve
kendisi de konkavdir. Béylece Teorem 4’iin kogullar
saglanmig olur. Bu durumda z, noktasi V' hacim
fonksiyonunun maksimum noktasidir. O halde H? 'te
maksimum hacimli yirmiylizli diizgliin ideal yir-
miyiizliidiir.
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