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HiPERBOıiK UZAYDA BAZI iDEAL ÇOKVÜZlÜlERiN HACiMLERi ÜZERiNE

Andrei V. RATiul , Ali DENiz2

öz

3-boyutlu hiperbalik uzayda, hacim hesabında sıkça kullanılan Lobachevsky fonksiyonu

.H JR -+ JR
IJ

.H(B) - !logl2SinX1dx

o

şeklinde tanımlanır. Hiperbolik uzayda düzgün, ideal dörtyüzlünün hacminin 3.H(i) olduğu ve tüm hiperbo­
lik dörtyüzlüler arasında maksimum hacimli dörtyüzlünün düzgün, ideal dörtyüzlü olduğu Lobachevsky'den
beri bilinmektedir. (Milnor, 1982; Ratc1iffe, 1994). İdeal düzgün altıyüzlü, sekizyüzlü ve yirmiyüzlünün
hacimleri (Deniz, 2001)'de hesaplanmıştır. Bu çalışmada bazı hiperbolik çokyüzlülerin (altıyüzlii, sekizyüzlü,
yirmiyiizlü) hacimlerinin maksimum olabilmesi için düzgün ve idealolmaları gerektiği gösterilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik hacim, Hiperbolik çokyüzlü

ON THE VOlUMES OF SOME REGUlAR POlVTOPES IN HVPERBOllC SPACE

AB8TRACT

The Lobachevsky function, frequently used in calculation of volume in 3-dimensional hyperbolic space, is
defined by

.H JR -+ JR
IJ

.H(B) - ! log 12 sin z] dx.
o

it is known since Lobachevsky that the tetrahedran which has maximal volume among all tetrahedra is
regular and ideal tetrahedron and its volume is 3.H(I). (Milnor, 1982; Ratc1iffe, 1994). The volumes of
regular, ideal hexahedron, octahedron, dodecahedron and icosahedron are calculated in (Deniz, 2001). In
this work, we have shown that some polytopes (hexahedron, octahedron, icosahedron) must be regular and
ideal for maximality of their volumes.
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1. iDEAL DÖRTVÜZLÜNÜN HACMiNiN
MAKSiMALLiGi

İdeal hiperbolik dörtyüzlüde karşılıklı dihedral
açılar eşittir. (Rateliffe, 1994; Deniz, 2001). Bu
durumda bir ideal tetrahedron, izometrilere bağlı

olarak, üç dihedral açısı ile belirlidir. Dihedral
açıları o, (3, 'Yolan ideal hiperbolik dörtyüzlüyü
Ta ,/3 ,'t ile gösterelim.

Teorem ı. Ta ,/3 ,'t dörtyüzlüsünün hacmi

koşullarını sağlayan noktalardır. ıu3 'de hacim ele­
manı *dxdydz olduğundan,

olur. Buradan da

V(Ta ,/3 ,'t ) = .LI (a) + .LI ((3) + .LI (ry)

dır.

cos a x tan o

V(TL:,.) = J J 2(1-:2 _ y2)dYdx
O O

K anıt. Kanıtı üst yarı uzay modeli elde ederiz. Burada u = J1=X2 dersek

Ta ,f3 ,'t 'nın hacmini hesaplamak için önce TL:,.'yı

hesaplayalım. TL:,. 'nın noktaları,

Q(.

Şekil 1. Ta ,/3 ,'t 'nın tabanının dik üçgenlere
ayrılması

COS ct'

J2_ log iu cos a + x tan a idx
4u u cos a - x tan a

o

cos o

J~ log iu + x tan a idx
4u u - z tan o

o

_1. fa lo 1 2 S i n ( lı+a) idO
4" g 2 sin(lI-a)

"2

-t [[ıog 12 sin(O+ a)i dO

-[ıog 12 sin(O - a)i dO]

-1LZ logl2einxldx

-~l. log 12 sin z] dx]

~ [.lI(2a) - .lI(%+ o)

-.lI(O) + .LI(~ - a)]

olur. Burada -.lIC!f + a) = .lI(i - a) ve.lI(2a) =
2.lI(a) + 2.lI(a + i) olduğunu kullanarak V(TL:,.) =
~.lI(a) olarak buluruz. Böylece Ta ,/3 ,'t 'nın hacmi

elde ederiz. Burada ilk integralde x = O+a ikinci
integralde x =O- a değişken değişimi yaparsak

elde ederiz. x = cos O diyelim. Bu durumda u =
sin Ove d: = -dO olur. Böylece

{(x,y,z) E]R3 iz> O}
1
-(dx2 + dy2 + dz2)
Z2

11;3

0< x:S;cosa

O < y:S; xtana
V'1---x-::2---y::-2 < z

de yapacağız. Genelliği bozmadan Ta ,/3 ,'t 'nın

bir köşesini oo'da diğer köşelerini birim küre
yüzeyi üzerinde olduğunu kabul edebiliriz. Çünkü
aynı özelliklere sahip başka bir dörtyüzlü 1r.;3
'ün izometrileri ile söylediğimiz duruma getiri­
lebilir. Ta ,/3 ,'t dörtyüzlüsünün xy-düzlemine 01'­

togonal olarak izdüşümünü alarak elde edeceğimiz

Öklidyen üçgenin açıları a,(3,'Y 'dır ve açık olarak
a + (3 + 'Y = Jr 'dir.

Orijinin bu üçgenin içinde olması durumunda, bu
üçgen i Şekil 1 'de görüldüğü gibi altı dik üçgene
ayıralım. (Bu üçgen diğer durumlarda da ben­
zer yöntem kullanılarak dik üçgenlere ayrılabilir.

(Deniz, 2001).) Taralı üçgeni /:). ile, dörtyüzlünün
/:). üzerindeki parçasını da TL:,. ile gösterelim.
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her bir dik üçgenin üzerinde kalan parçalarınhacim­
lerinin toplamı olduğundan

2. BAZI HiPERBOıiK ÇOKVÜZlÜlERiN
HAciMLERiNiN MAKSiMAııiGi

f (ta + (1 - t)b) 2: tl(a) + (1 - t)f(b)

koşulu sağlanıyorsa i fonksiyonuna konkav
fonksiyon denir.

Tanım 3. i : ]Rn -+ ]R fonksiyonu verilsin. Eğer

't/a, b E ]Rn ve t E [0,1] için

İdeal, düzgün altıyüzlü, sekizyüzlü,onikiyüzlü ve
yirmiyüzlünün hacimleri de aşağıdaki tablodaki gibi
verilir (Deniz, 2001).

HACMİ

3JI( i)
10JI(V
8JI( ~)

30 [Jıeio") - JI(37rO) + 2JI(i)]
25JI(~) + 5J1en

İDEAL

ÇOKYÜZLÜ
Dörtyüzlü
Altıyüzlü

Sekizyüzlü
Onikiyüzlü
Yirmiyüzlü

V(Ta,{j,'Y) = JI (n) + JI ({J) + JI ('r)

I(n, (J, 'Y) = JI (n) + JI ({J) + JI ('r)

olacaktır. Diğer taraftan n, {J, 'Y sayılarını R" 'te

D = {(n,{J,'Y) E]R3 i n,{J,'Y 2: O, n + {J + 'Y = 7r}

kompakt kümesinin elemanı gibi diişiinebiliriz. Bu
durumda i : D -+ ]R olur. i sürekli fonksiyonu
D kompakt kümesi üzerinde maksimum değerine

sahiptir. n, {J, 'Y 'dan en az birinin sıfır olması duru­
munda hacim fonksiyonu sıfır değerini alır. Örneğin

n = O ise (J + 'Y = 7'1 olur ve

olur.

Teorem 2. JH[3 'te maksimum hacimli dörtyüzlü
düzgün ideal dörtyüzlüdür.

Kanıt. JH[3 'te herhangi bir dörtyüzlü bir ideal
dörtyüzlü tarafından içerileceğinden sadece ideal
dörtyüzlü durumunu gözönünde bulunduralım. Bu
durumda maksimum olmasını istediğimiz fonksiyon
n, {J, 'Y 2: O ve n + {J + 'Y = 7'1 olmak üzere

g(n, {J, 'Y) = n + (J + 'Y - 7'1

elde edilir. Böylece fonksiyon maksimum değerini

D'nin iç noktalarında yani n, (J, 'Y > O olduğunda

alacaktır. 9 fonksiyonunu

l(n,{J,'Y) JI (O) + JI ({J) + JI ('r)

JI ({J) + JI (7'1 - (J)

JI ({J) - JI ({J) = O

Teorem 4. 1), ]Rn 'in kompakt, konveks bir
altkümesi olsun. G grubu ]Rn üzerinde etki eden
ve 1) 'yi invaryant bırakan bir grup olsun. (Yani
't/g E G için g(1)) = 1) olsun). Varsayalım ki tek
türlü belirli bir X o E 1) ve vs E G için g(x o) = X o
olsun. Bu durumda 't/g E G için I(g(x)) = I(x)
koşulunu sağlayan ve 1) kümesi üzerinde konkav
olan i : ]Rn -+]R fonksiyonn için

şeklinde tanımlayalım. Burada Lagrange çarpanları

kuralı ile gradU) = >ı.grad(g) olacak şekilde >ı. ska­
leri vardır. Böylece

-10g(2 sin n) = >ı.

-10g(2 sin (J) = >ı.

-10g(2sin'Y) = >ı.

elde edilir. Bu sin n = sin {J = sin-y olması demektir.
Böylece n, {J, 'Y 'için iki durum vardır.

n {J='Y

n {J=7r-'Y

Fakat n + {J + 'Y = 7'1 olması gerektiğinden ikinci du­
rum olamaz. Böylece i fonksiyonunun maksimum
olması için dihedral açıların üçüde eşit olmalıdır.

Bunun anlamı dörtyüzlünün düzgün dörtyüzlü ol­
masıdır. Böylece n = {J = 'Y = i olur. Bu durumda
i fonksiyonunun maksimum değeri olarak

bulunur.

max {f(x)} = I(xo)
xEXl

olur.

K anıt. Öncelikle sürekli bir fonksiyon kompakt bir
küme üzerinde maksimum değerini alacağından f
sürekli fonksiyonu da 1) kompakt kümesi üzerinde
maksimum değerini alır. Varsayalımki X o 'dan farklı

bir y E 1) noktasında i fonksiyonu maksimum
değerini alsın ve bir go E G için go(y) i yolsun.
f fonksiyonunu y ve go(y) noktalarını birleştiren

doğru parçası üzerine kısıtlayalım. i fonksiyonu
't/g E G için I(g(x)) = f(x) koşulunu sağladığı

için I(go(y)) = I(y) olur. I, 1) üzerinde konkav
fonksiyon olduğundan >ı. E [0,1] için

I(>ı.y + (1 - >ı.)go(y)) > Af(y) + (1 - >ı.)I(go(y))

>ı.1(y) + (1 - >ı.)f(y)

I(y)
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elde edilir. Yani f fonksiyonu y ve go(y) nok­
talarını birleştiren doğru parçası üzerinde y'deki
değerinden büyük değerler almaktadır. Bu ise
y'nin maksimum nokta olması ile çelişir. O halde
f fonksiyonun maksimum değerini aldığı nokta G
grubunun hareketi altında değişmemelidir. X o nok­
tası :D kümesi üzerinde bu özelliği sağlayan tek
nokta olduğundan

max {f(x)} = f(x o )
xE1J

olarak elde edilir. İkinci kısmi türevler [O, H] X [O, H]
kümesi üzerinde sürekli fonksiyonlardır. Burada

sin(b - a)
cot a - cot b = (si ) (si b)

sın a . sın

olduğundan Hessian matrisi

cot(a ~i~~ ]

(sin {3). sin( a+{3)

olur. olarak bulunur. Böylece

olarak bulunur. Buradan ikinci kısmi türevIer ise

Şekil 2. f fonksiyonunun grafiği

kümesinin

elde edilir. o, (J, o + (J E [O, H] olduğundan ~ =

(sin at~~(a+{3) < °olur. ~ < °ve iHi > °
olduğundan Hessian matrisi negatif tanımlıdır. f
fonksiyonu ikinci dereceden sürekli kısmi türevIere
sahip olduğundanve Hessian matrisi negatif tanımlı
olduğundan konkav fonksiyondur. (o, (J) E [O, H] X

[O, H] ve H - (a + (J) E [O, H] olmak üzere f fonksi­
yonunun konkav olduğu Şekil 2'deki grafikten de
görülebilir.

Teorem 6. IHfL 'te maksimum hacimli sekizyüzlü
düzgün ideal sekizyüzlüdür.

K anıt. Öncelikle her sekizyüzlü bir ideal sekizyüzlü
tarafından içerilir. Dolayısıyla maksimum hacimli
sekizyüzlü bir ideal sekizyüzlü olmalıdır. Böylece
teoremin kanıtında sadece ideal sekizyüzlüleri ele al­
mamız yeterlidir.

Bütün hiperbolik ideal sekizyüzlülerin kümesini
P ile gösterelim. Herhangi bir P ideal sekizyüzlüsü
verilsin. P 'nin köşelerini A', Bi ,Ci, D', E' , F'
olarak adlandıralım. Daha sonra P 'yi A'
köşesi, oo'a gidecek şekilde üst yarı uzay mod­
eline gönderelim. P 'nin dihedral açılarını

Şekil 3'deki gibi aı,a2, ... ,aı2 olarak ad­
Iandıralım. Böylece verilen herhangi bir P sekizyüz­
lüsüne, [O, H] X [O, H] X ... x [O, H] konveks kompakt

ı2 tane

-log(2 sin (J) + log(2 sin( H - (a + (J))

-log(2 sin a) + log(2 sin(H - (o + (J))
of
oa
of
0(J

Yardımcı Teorem 5. f : [O, H] X [O, H] -+ JR

f(a, (J) = JI(a) + JI((J) + JI(H - (a + (J))

z
1

K anıt. f fonksiyonunun Hessian matrisini
hesaplayalım. Burada Lobachevsky fonksiyonunu
[O, H] aralığında incelediğimiz için ve bu aralıkta

sin x 2: °olduğundan - log 12 sin x i = - log(2 sin x)
olur. Böylece f fonksiyonunun birinci kısmi

türevIeri

şeklinde tanımlanan f fonksiyonu ° :::; a +
(J :::; H koşulunu sağlayan altküme üzerinde konkav
fonksiyondur.

_ cosa _ COS(H - (a + (J))
sina sin (H - (a + (J))
- cot a + cot(a + (J)

_ cos(J _ COS(H - (a + (J))
sin(J sin(H - (a + (J))
- cot(J + cot(a + (J)

02f COS(H - (a + (J))
oao(J = - sin (H - (o + (J)) = cot(a + (J)

02f Cos(H-(a+(J))
o(Joa = - sin (H - (a + (J)) = cot(a + (J)

aı + a2 + a3 - H

a4 + a5 + a6 H

a7 + as + ag H

aıo + au + aı2 H

ve
a3 + a6 + ag + al2 = 2H

koşullarını sağlayan :D doğrusal altuzayından bir
nokta karşılık getirmiş oluruz. Burada:D 'nin ken­
disi de kompakt ve konveks bir kümedir.
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A

B'

B

Şekil 3. Sekizyüzlünün parçalara ayrılması

P, ,P2 E P sekizyüzlülerine 1) kümesinden aynı

nokta karşılık geliyorsa" Pç ve P2 bağıntılıdır" diye­
lim ve bu bağıntıyı rv ile gösterelim. Açık olarak
rv bir denklik bağıntısıdır. Bu denklik bağıntısına

göre oluşan denklik sınıfları kümesini e = P/ rv ile
gösterelim. Böylece e 'daki herbir denklik sınıfına

1)'de bir tek nokta, aynı şekilde 1)'deki herbir nok­
taya da e'da bir tek denklik sınıfı karşılık gelir.

Böylece herhangi P E e sınıfındaki ideal sekiz­
yüzlülerin hacimleri, dihedral açılar yukarıdaki gibi
tanımlanmak üzere

olarak verilir.
Öklidyen düzgün sekizyüzlünün tam simetri

grubunu 9 ile gösterelim. Ve 9'nin e üzerindeki et­
kisini gözönüne alalım. e 'den bir P sınıfı verilsin ve
P 'de bu sınıfın bir temsilci elemanı olsun. Öklidyen
düzgün sekizyüzlünün köşeleri ile P 'nin köşelerini

sabit bir şekilde eşleyelim, 9 grubunun bir g ele­
manı P sekizyüzlüsünün köşelerini, dolayısıyla da
dihedral açılarının yerlerini değiştirecektir. Böylece
oluşan bu yeni ideal sekizyüzlüye g(P) = P' diyecek
olursak, P ve P' 'nün hacimleri de aynı olacaktır.

Yani

V(P) = V(g(P))

olacaktır. e ile 1) arasında birebir ve örten bir
eşlerne olduğundan 9 'nin e üzerindeki etkisini 1)
üzerinde de düşünebiliriz. Böylece bir g E 9, 1)
kümesinde P 'ye karşılık gelen noktayı P' sekiz­
yüzlüsüne karşılık gelen noktaya dönüştürür. Açık

olarak 1) kümesi 9 grubunun etkisi altında sabit
kalacaktır.

Şimdi 1) kümesinde 9'nin etkisi altında sabit
~Jan bir tek X o noktasının olduğunu gösterelim.
Oklidyen düzgün sekizyüzlünün AF ekseninde
saatin tersi yönünde yaptığı ~ radyanlık dönmeye
karşılık P'nin dihedral açıları

şeklinde değişir. O halde 1) tanım kümesinde 9 'nin
hareketi altında invaryant kalan nokta için

a4 = a7 = «ıo

a5 = as = aıı

a3 a6 = a9 = aı2

olmalıdır. a3 + a6 + a9 + a12 = 2Jr olduğundan

a3 = a6 = a9 = a12 = ~ elde edilir. Diğer taraftan
ACE düzleminde yansıma ile aı = aıı elde edilir.
Böylece a4 = a7 = aıo = aı = aıı = a2 = a5 =
as = f elde edilir. Böylece 1) tanım kümesinde
9 grubunun hareketi altında invaryant kalan tek

kt _(1r1r1r1r1r1r1r1r1r1r1r1r) k
no .a X o - 4'4'2'4'4'2'4'4'2'4'4'2 no-
tasıdır. Böylece bu noktaya karşılık gelen sekizyüz-
lünün bütün dihedral açıları ~ olur, yani düzgün
sekizyüzlüdür.

Sekizyüzlünün hacim fonksiyonunu i = O, ı, 2, 3
için a3i+1 + a3i+2 + a3i+3 = Jr ve i fonksiyonu
Yardımcı Teorem 5'deki gibi tanımlı olmak üzere

V(a1, ...,au) JI(aı) + JI(a2) + ... + JI(a12)

l(aı,a2) + l(a4,a5)

+ l(a7, as) + I(aıo, aıı)

olarak yazabiliriz. Yardımcı Teorem 5'den dolayı i
konkav, dolayısıyla da V konkavdır. Böylece Teorem
4'ün koşulları sağlanmış olur. Bu durumda X o nok­
tası V hacim fonksiyonunun maksimum noktasıdır.

O halde LHf3 'te maksimum hacimli sekizyüzlü düzgün
ideal sekizyüzlüdür.

Teorem 7. LHf3 'te maksimum hacimli altıyüzlü

düzgün ideal altıyüzlüdür.

K anıt. Her hiperbolik altıyüzlü bir ideal altıyüzlü

tarafından içerileceğinden maksimum hacimli
altıyüzlü ideal altıyüzlü olacaktır. Bu durumda
kanıtta sadece ideal altıyüzlüleri ele almamız yeter­
lidir.

Bütün hiperbolik ideal altıyüzlülerin kümesini P
ile gösterelim. Herhangi bir P ideal altıyüzlüsü ver­
ilsin. P 'nin köşelerini A', B', Ci, D', E', F', G', Hi
olarak adlandıralım. Daha sonra P 'yi Ai
köşesi, oo'a gidecek şekilde üst yarı uzay mode­
line gönderelim. P 'nin dihedral açılarını

Şekil 4'deki gibi aı, a2, ... , aıs olarak ad­
landıralım. Böylece verilen herhangi bir P
altıyüzlüsüne, [O, Jr] X [O, Jr] X ... x [O, Jr] konveks

ıs tane
kompakt kümesinin

aı + a4 + a7 + a10 + a13 + a16 Jr

a3 + a6 + a9 + a12 + a15 + aıs 2Jr

a7 -+ aıa

as -+ aıı

a9 -+ aı2

aıo -+ aı

aıı -+ a2
aı2 -+ a3

a2 + a17

a5 + as

aıı + a14
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koşullarını sağlayan 1) kompakt, konveks doğrusal

alt uzayından bir nokta karşılık getirmiş oluruz.
Eğer P 'den verilen iki altıyüzlüye 1) kümesinde
aynı nokta karşılık geliyorsa, bu ikialtıyüzlüye

bağıntılıdır diyelim. P 'yi bu denklik bağıntısının

oluşturduğu denklik sınıflarına bölelim. Bu denklik
sınıflarının kümesini de e ile gösterelim.

noktasına karşılık gelen altıyüzlünün herbir kenarı

üzerindeki dihedral açı ~ olacaktır. Bu da hiperbo­
lik altıyüzlünün düzgün altıyüzlü olması demektir.
Bu nokta 9'nin diğer elemanlarıyla da sabit kala­
caktır.

Altıyüzlünün hacim fonksiyonunu f fonksiyonu
Yardımcı Teorem 5'deki gibi tanımlanmak üzere

şeklinde değişir. Bu durumda 9'nin hareketi altında

sabit kalan bir nokta için

aı -+ a7 -+ al3 -+ aı

a4 -+ aıü -+ aı6 -+ a4

a5 -+ aıı -+ al7 -+ a5
ag -+ aı4 -+ a2 -+ as

a3 -+ a6 -+ ag -+ al2 -+ al5 -+ aıs -+ a3

Şekil 4. Öklidyen altıyüzlü ve hiperbolik
altıyüzlünün dihedral açılarının adlandırılması

Sekizyüzlü durumundaki gibi, Öklidyen düzgün
altıyüzlünün tam simetri grubu 9 'nin, e üzerine,
dolayısıyla da 1) üzerine etkisini ele alalım.

Öklidyen düzgün altıyüzlününAH ekseninde saatin
tersi yönünde 23" radyanlık dönmesiyle P'nin dihed­
ral açıları

5

V(aı, a2, ... , aıs) = L f(a3i+l, a3i+2)
i=ü

Kanıt. Yine her hiperbolik yirmiyüzlü bir ideal
yirmiyüzlü tarafından içerileceğinden maksimum
hacimli yirmiyüzlü bir ideal yirmiyüzlü olacaktır.

Bu durumda sadece ideal yirmiyüzlüleri ele alacağız.

Bütün hiperbolik ideal yirmiyüzlülerin kümesini
P ile gösterelim. Herhangi bir P ideal
yirmiyüzlüsü verilsin. P 'nin köşelerini

A', B', Ci, D', E', P', G', H', I', )1, K', Li olarak ad­
landıralım. Daha sonra P 'yi Ai köşesi, oo'a gide­
cek şekilde üst yarı uzay modeline gönderelim. P
'nin dihedral açılarını Şekil 5'deki gibi aı, a2, ... , a45

olarak adlandıralım. Böylece verilen herhangi bir P
yirmiyüzlüsüne,

olarak yazabiliriz. Yardımcı Teorem 5'den dolayı V
fonksiyonu konkav fonksiyondur. Böylece Teorem
4'ün koşulları sağlanmış olur. Bu durumda z , nok­
tası V hacim fonksiyonunun maksimum noktasıdır.

O halde JH[3 'te maksimum hacimli altıyüzlü düzgün
ideal altıyüzlüdür.

Teorem 8. JH[3 'te maksimum hacimli yirmiyüzlü
düzgün ideal yirmiyüzlüdür.

D'S'

~:---- ------ H

s'-'--------v,c

Ar"--+--f'D

F~---71E

a7 = aı3

aıü = aı6

aıı = aı7

[0,71'] X [0,71'] X ... x [0,71']
45 tane

konveks kompakt kümesinin

as al4 = a2

a3 a6 = ag = al2 = aı5 = aıs

eşitlikleri sağlanmalıdır. Yukarıdaki eşitliklerden

71'
a3 = a6 = ag = aı2 = aı5 = aıs = -

3

elde edilir. Diğer taraftan Öklidyen düzgün
altıyüzlününABEH düzleminde yansıması ile aı -+
a4 ve a5 -+ a2 değişmeleri meydana gelir. Böylece
1) kümesinde 9 grubu altında sabit kalan nokta için

aı + a4 + a7 + aıü + aı3 = 271'

a2 + aı5 + aı6 + a3ü + a3ı = 271'

a3 + a5 + aıs + aıg + a34 = 271'

a6 + as + a21 + a22 + a37 = 271'

ag + aıı + a24 + a25 + a4Ü = 271'

aı2 + aı4 + a27 + a2S + a43 = 271'

ve i = 0,1...14 olmak üzere

71'
a4 = a7 = aıo = al3 = al6 = -

6
71'

a5 = as = aıı = aı4 = aı7 = -
2

eşitlikleri elde edilir. Böylece bu koşulları sağlayan

noktayı X o = (aı,a2, ...,aıs) ile gösterelim. X o

koşullarını sağlayan 1) kompakt, konveks doğrusal

altuzayından bir nokta karşılık getirmiş olu­
ruz. Eğer P 'den verilen iki yirmiyiizliiye 1)

kümesinden aynı nokta karşılık geliyorsa bu iki
yirmiyüzlüye bağıntılıdır diyelim ve bu denklik
bağıntısının oluşturduğu denklik sınıfları kümesini
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e ile gösterelim.

Şimdi Öklidyen düzgün yirmiyüzlünün tam
simetri grubu S'nin e üzerine, dolayısıyla da
:D üzerine etkisini gözönüne alalım. Öklidyen
düzgün yirmiyüzlünün AL ekseninde saatin tersi
yönündeki 2; radyanlık dönmesine karşılık ı =
1,2,3,16,17,18,31,32,33 değerleri için

demektir. Buradan

eşitlikleri elde edilir. 017
olduğundan

018

değişmeleri meydana gelir.

Şekil 5. Öklidyen yirmiyüzlü ve hiperbolik
yirmiyüzlünün dihedral açılarının adlandırılması

Böylece :D üzerinde S grubunun hareketi altında

sabit kalan bir nokta i = 1,2,3,16,17,18,31,32,33
değerleri için

A

O'

olur. Bu durumda S'nin hareketi altında sabit
kalan X o = (oı, 02, ... , 045) noktası yukarıda elde
ettiğimiz eşitlikleri sağlayan noktadır. Ve S'nin
diğer elemanlarının etkileri altında da sabit kalır.

Böylece bu noktaya karşılık gelen ideal hiperbolik
yirmiyüzlünün herbir kenarı üzerindeki dihedral açı

3; olur, Böylece elde edilen yirmiyüzlü düzgün ideal
yirmiyüzlüdür.

Burada i = 0,1...14 olmak üzere 03i+l + 03i+2 +
03i+3 = 7l" olduğundan ideal yirmiyüzlünün hacim
fonksiyonunu! fonksiyonu Yardımcı Teorem 5'de
tanımlandığıgibi olmak üzere

ı4

V(Oı,02, ... ,045) = L!(03i+ı,03i+2)
i=O

eşitliklerini sağlamalıdır. Böylece

elde edilir. Diğer taraftan Öklidyen düzgün yir­
miyüzlünün AEGL düzleminde yansıması ile 035 =
036, 011 = 0ı2, Oı6 = 02ı eşitlikleri bulunur.
Böylece

37l"
02 = 03 = 05 = 06 = 08 = 10

37l"
09 = 011 = oı2 = oı4 = 015 = 10

elde edilir. Ayrıca Öklidyen düzgün yirmiyüzlünün
B i eksenindeki saatin ters yönünde 2; radyanlık

dönmesiyle B' C' üzerindeki dihedral açının A' B'
üzerindeki dihedral açıya eşit olması gerektiği

görülür. Böylece B' C' üzerindeki dihedral açı 3;
olur. Bu ise

olarak yazabiliriz. Bu fonksiyon Yardımcı Teorem
5'den dolayı konkav fonksiyonların toplamıdır ve
kendisi de konkavdır. Böylece Teorem 4'ün koşulları

sağlanmış olur. Bu durumda X o noktası V hacim
fonksiyonunun maksimum noktasıdır. O halde IHf3 'te
maksimum hacimli yirmiyüzlü düzgün ideal yir­
miyüzlüdür.
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